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文　 摘　 研究了一种特殊梯度分布功能梯度材料矩形板弯曲问题ꎮ 假设材料的弹性模量在板厚度方向上

呈幂函数分布ꎬ泊松比为常数ꎬ引入 ＰＬＥＶＡＫＯ 解ꎬ利用分离变量法ꎬ导出四边简支功能梯度材料矩形板弯曲问

题的解析解ꎮ 通过算例分析了材料组分变化时ꎬ功能梯度板应力和位移的变化规律ꎮ 结果显示不同梯度分布

板结构中的应力、位移的变化规律是不同的ꎬ 有时甚至差别很大ꎮ 该方法为发展针对功能梯度材料特点的数

值算法和简化理论提供依据ꎮ
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０　 引言

功能梯度材料是一种多相材料ꎬ其材料宏观特性

在空间位置上呈梯度变化ꎬ消除了材料的物理性能突

变现象ꎬ达到缓和热应力、避免或降低应力集中ꎬ优化

结构整体使用性能的目的[１－３]ꎮ 基于以上特点ꎬ功能

梯度材料在航空航天、土木工程、机械、电磁、核工程、
军事、生物医学等技术领域已有越来越广泛的应用ꎮ

对于功能梯度结构(梁、板、壳等)弹性问题的求

解ꎬ主要的分析方法有解析法和数值法两大类ꎮ 其中

基于精确弹性理论的解析法是严格求解问题的控制
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方程和边界条件ꎬ目前仅对特定的问题有效ꎮ ＫＡＳＨ￣
ＴＡＬＹＡＮ[４]得到了梯度呈指数分布的四边简支功能

梯度矩形板弯曲问题弹性解ꎮ 仲和尚[５] 获得了四边

简支功能梯度矩形板三维封闭解ꎬ其中材料常数沿厚

度方向呈指数函数变化ꎬ线性分布和倒数分布ꎮ
ＹＡＮＧꎬ ＤＩＮＧ 和 ＣＨＥＮ[６] 研究了横观各向同性对边

简支功能梯度矩形板弯曲问题ꎮ ＯＯＴＡＯ 和 ＩＳＨＩ￣
ＨＡＲＡ[７]获得了一种具有分段指数分布的功能梯度

矩形板瞬态热弹性问题三维解ꎮ ＡＢＡＬＩ 等[８] 研究了

四边简支功能梯度矩形板在点荷载作用下弯曲问题ꎮ
周凤玺等[９]采用数值方法求解了材料常数按幂率变

化的四边简支矩形板在热冲击下的热响应ꎮ 余莲英

等[１０]采用弹性力学逆解法ꎬ求得了功能梯度曲梁在

端部受弯矩作用解析解ꎮ ＷＯＯＤＷＡＲＤ 和 ＫＡＳＨＴＡ￣
ＬＹＡＮ[１１]研究了功能梯度矩形夹芯板在横向荷载作

用下的弯曲问题ꎮ 杨智勇、牛忠荣和程长征等[１２] 采

用插值矩阵法直接对常微分方程组边值问题进行求

解ꎬ得到了功能梯度材料矩形板三维位移、应力场的

半解析解ꎮ ＰＲＡＤＨＡＮ 和 ＣＨＡＫＲＡＶＥＲＴＹ[１３]利用经

典板理论研究了功能梯度材料矩形板在不同的边界

条件下的静力问题ꎮ ＭＡＮＴＡＲＩ ꎬ ＲＡＭＯＳ 和 ＣＡＲ￣
ＲＥＲＡ[１４]利用新的非多项式位移分析了功能梯度板

和夹芯板的静力问题ꎮ 但关于一般幂函数分布的功

能梯度矩形板三维问题解析解并没有获得ꎮ
本文从三维弹性理论出发ꎬ考虑材料常数沿厚度

方向呈幂函数分布ꎬ引入 ＰＬＥＶＡＫＯ[１５] 解ꎬ获得了功

能梯度矩形板在任意荷载作用下弯曲问题的弹性解ꎮ
并给出算例ꎬ讨论了非均匀参数的变化对板应力和位

移场的影响ꎮ
１　 问题的描述和基本方程

四边简支的功能梯度材料矩形板ꎬ其边长分别为

Ｌ１、 Ｌ２ꎬ厚度为 ｈ ꎬ引入 ｘｙｚ 坐标系ꎬ ０≤ ｘ≤ Ｌ１ꎬ ０≤ ｙ
≤ Ｌ２ꎬ ０ ≤ ｚ ≤ ｈ ꎬ如图 １ 所示ꎮ

图 １　 功能梯度材料矩形板示意图
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在不计体力的情况下ꎬ各向同性功能梯度三维矩

形板ꎬ以位移表示的平衡方程为[１ ６ ]:
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(１)
式中ꎬ ｘ ꎬ ｙ ꎬ ｚ 是笛卡儿坐标系ꎬ ｕ ꎬ ｖ ꎬ ｗ 是位移分

量ꎬｅ＝∂ｕ / ∂ｘ＋∂ｖ / ∂ｙ＋∂ｗ / ∂ｚ 是体积应变ꎬÑ
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∂２ / ∂ｙ２＋∂２ / ∂ｚ２ 是拉普拉斯算子ꎻ Ｅ 和 ν 分别是弹性

模量和泊松比ꎬ它们都是关于坐标 ｚ 的函数ꎮ
板上下表面的边界条件:

ｚ ＝ ０ꎬσｚ ＝ Ｚ０(ｘꎬｙ) ꎬτｘｚ ＝ Ｘ０(ｘꎬｙ) ꎬτｙｚ ＝ Ｙ０(ｘꎬｙ)
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(２)
式中ꎬ Ｚ０(ｘꎬｙ) ꎬ Ｚ１(ｘꎬｙ) ꎬ Ｘ０(ｘꎬｙ) ꎬ Ｘ１(ｘꎬｙ) ꎬ Ｙ０(ｘꎬｙ) ꎬ
Ｙ１(ｘꎬｙ) 分别是上下表面作用的横向和切向荷载ꎮ

在四边简支边上ꎬ有:
σｘ ＝ ｖ ＝ ｗ ＝ ０　 　 (ｘ ＝ ０ꎬａ)
σｙ ＝ ｕ ＝ ｗ ＝ ０　 　 (ｙ ＝ ０ꎬｂ)

(３)

　 　 问题的关键就是在边界条件(２)和(３)下求解控

制方程(１)ꎮ
２　 问题的求解

根据 ＰＬＥＶＡＫＯ 解[１ ５ ]ꎬ位移分量可以用两个函

数 Ｌ ＝ Ｌ(ｘꎬｙꎬｚ) 和 Ｎ ＝ Ｎ(ｘꎬｙꎬｚ) 表示如下:
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式中ꎬ Ｌ ＝ Ｌ(ｘꎬｙꎬｚ) 和 Ｎ ＝Ｎ(ｘꎬｙꎬｚ) 满足下面两个变

系数的偏微分方程:
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应力分量也可以用函数 Ｌ ＝ Ｌ(ｘꎬｙꎬｚ) 和 Ｎ ＝

Ｎ(ｘꎬｙꎬｚ) 表示:
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　 　 把 Ｌ ＝ Ｌ(ｘꎬｙꎬｚ) 和 Ｎ ＝ Ｎ(ｘꎬｙꎬｚ) 写成分离变量

的形式:
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(８)
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(９)

式中ꎬｍ 和 ｎ 是正整数ꎮ
将(８)代入(５)和(６)可以得到关于 ψｍｎ 和 φｍｎ 两

个微分方程:
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－ Ｅ″
Ｅ

－ ２λé

ë
êê

ù

û
úú

ｄ２ψｍｎ

ｄｚ２
＋

２ Ｅ′
Ｅ
λ

ｄψｍｎ

ｄｚ
＋ λ ＋ ν

１ － ν
２ Ｅ′

Ｅ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－ Ｅ″
Ｅ

é

ë
êê

ù

û
úú{ } λψｍｎ ＝ ０

(１０)

ｄ２φｍｎ

ｄｚ２
＋ Ｅ′

Ｅ
ｄφｍｎ

ｄｚ
－ λφｍｎ ＝ ０ (１１)

式中ꎬλ＝λｍｎ ＝α２
ｍ＋β２

ｎ (１２)
若将板上下表面边界条件展开成双重傅立叶级

数形式:

Ｚ０(ｘꎬｙ) ＝ ∑
¥

ｍꎬｎ ＝ １
Ｚ
－

０ｍｎｓｉｎ(αｍｘ)ｓｉｎ(βｎｙ)

Ｚ１(ｘꎬｙ) ＝ ∑
¥

ｍꎬｎ ＝ １
Ｚ
－

１ｍｎｓｉｎ(αｍｘ)ｓｉｎ(βｎｙ)

Ｘ０(ｘꎬｙ) ＝ ∑
¥

ｍꎬｎ ＝ １
Ｘ
－

０ｍｎｃｏｓ(αｍｘ)ｓｉｎ(βｎｙ)

Ｘ１(ｘꎬｙ) ＝ ∑
¥

ｍꎬｎ ＝ １
Ｘ
－

１ｍｎｃｏｓ(αｍｘ)ｓｉｎ(βｎｙ)

Ｙ０(ｘꎬｙ) ＝ ∑
¥

ｍꎬｎ ＝ １
Ｙ
－

０ｍｎｓｉｎ(αｍｘ)ｃｏｓ(βｎｙ)

Ｙ１(ｘꎬｙ) ＝ ∑
¥

ｍꎬｎ ＝ １
Ｙ
－

１ｍｎｓｉｎ(αｍｘ)ｃｏｓ(βｎｙ)

(１３)

式中ꎬ

Ｚ
－

０ｍｎ ＝
１

４ａｂ ∫
ａ

０
∫ｂ

０
Ｚ０(ｘꎬｙ)ｓｉｎ(αｍｘ)ｓｉｎ(βｎｙ)ｄｘｄｙ

Ｚ
－

１ｍｎ ＝
１

４ａｂ ∫
ａ

０
∫ｂ

０
Ｚ１(ｘꎬｙ)ｓｉｎ(αｍｘ)ｓｉｎ(βｎｙ)ｄｘｄｙ

Ｘ
－

０ｍｎ ＝
１

４ａｂ ∫
ａ

０
∫ｂ

０
Ｘ０(ｘꎬｙ)ｃｏｓ(αｍｘ)ｓｉｎ(βｎｙ)ｄｘｄｙ

Ｘ
－

１ｍｎ ＝
１

４ａｂ ∫
ａ

０
∫ｂ

０
Ｘ１(ｘꎬｙ)ｃｏｓ(αｍｘ)ｓｉｎ(βｎｙ)ｄｘｄｙ

Ｙ
－

０ｍｎ ＝
１

４ａｂ ∫
ａ

０
∫ｂ

０
Ｙ０(ｘꎬｙ)ｓｉｎ(αｍｘ)ｃｏｓ(βｎｙ)ｄｘｄｙ

Ｙ
－

１ｍｎ ＝
１

４ａｂ ∫
ａ

０
∫ｂ

０
Ｙ１(ｘꎬｙ)ｓｉｎ(αｍｘ)ｃｏｓ(βｎｙ)ｄｘｄｙ

(１４)

　 　 由边界条件(２)可得 ψｍｎ 和 φｍｎ 为:

ψｍｎ(０) ＝
Ｚ
－

０ｍｎ

λ２
ｍｎ

ꎬ　 ψｍｎ(ｈ) ＝
Ｚ
－

１ｍｎ

λ２
ｍｎ

ｄψｍｎ

ｄｚ ｚ ＝ ０

＝ １
λ２

ｍｎ

Ｘ
－

０ｍｎαｍ ＋ Ｙ
－

０ｍｎβｎ( )

ｄψｍｎ

ｄｚ ｚ ＝ ｈ

＝ １
λ２

ｍｎ

Ｘ
－

１ｍｎαｍ ＋ Ｙ
－

１ｍｎβｎ( )

(１５)

ｄφｍｎ

ｄｚ ｚ ＝ ０

＝ － ２(１ ＋ ν)
Ｅλｍｎ

Ｘ
－

０ｍｎβｎ － Ｙ
－

０ｍｎαｍ( )

ｄφｍｎ

ｄｚ ｚ ＝ ｈ

＝ － ２(１ ＋ ν)
Ｅλｍｎ

Ｘ
－

１ｍｎβｎ － Ｙ
－

１ｍｎαｍ( )

(１６)

　 　 在边界条件(１５)和(１６)下求变系数常微分方程

(１０)与(１１)的解ꎬ问题就解决了ꎮ
３　 幂函数梯度分布

假定弹性模量沿厚度方向按照幂函数形式变化:
Ｅ( ｚ) ＝ Ｅ０ １ ＋ ｃｚ( ) ｐ (１７)

式中ꎬ ｃ 和 ｐ 是两个材料常数ꎬ用来描述 Ｅ( ｚ)的非均

匀性ꎮ 将(１７)带入(１０)和(１１)ꎬ可以得到:
ｄ４ψｍｎ

ｄｚ４
－ ２ｃｐ
１ ＋ ｃｚ

ｄ３ψｍｎ

ｄｚ３
＋ ｐｃ２(ｐ ＋ １)

１ ＋ ｃｚ( ) ２
－ ２λé

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ｄ２ψｍｎ

ｄｚ２
＋

２ｐｃλ
１ ＋ ｃｚ

ｄψｍｎ

ｄｚ
＋ λ ＋ ｖ(ｐ ＋ １)ｃ２ｐ

(１ － ｖ) １ ＋ ｃｚ( ) ２
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú λψｍｎ ＝ ０(１８)

ｄ２φｍｎ

ｄｚ２
＋ ｐｃ
１ ＋ ｃｚ

ｄφｍｎ

ｄｚ
－ λφｍｎ ＝ ０ (１９)

　 　 方程(１８)的解为:

对于 ｖ≠ １
ｐ ＋ １

和 ｐ ≠－ １

ψｍｎ ＝ ｚ１ ｇ－１/ ２ Ａ１Ｗχꎬｇ(２ηｚ１) ＋ Ａ２Ｗ－χꎬｇ(２ηｚ１) ＋[

Ａ３Ｗχꎬｇ(－ ２ηｚ１) ＋ Ａ４Ｗ－χꎬｇ(－ ２ηｚ１)] (２０)

　 　 对于 ｖ ＝ １
ｐ ＋ １

或 ｐ ＝ － １
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ψｍｎ ＝ ｚ１ ｇ{Ａ１Ｉｇ(ηｚ１) ＋ Ａ２Ｋｇ(ηｚ１) ＋

Ａ３[Ｉｇ(ηｚ１)∫Ｋ２
ｇ(ηｚ１)ｄｚ１ －

Ｋｇ(ηｚ１)∫Ｉｇ(ηｚ１)Ｋｇ(ηｚ１)ｄｚ１] ＋

Ａ４[Ｉｇ(ηｚ１)∫Ｉｇ(ηｚ１)Ｋｇ(ηｚ１)ｄｚ１ －

Ｋｇ(ηｚ１)∫Ｉ２ｇ(ηｚ１)ｄｚ１]}

(２１)

　 　 方程(１９)的解为:

φｍｎ ＝ ｚ１
－ｇ＋ ３

２ Ｂ１Ｉ－ｇ＋３/ ２(ηｚ１) ＋ Ｂ２Ｋ－ｇ＋３/ ２(ηｚ１)[ ] (２２)

　 　 并且　 ｚ１ ＝ １ ＋ ｃｚ ꎬ η ＝ λ
ｃ

ꎬ ｇ ＝ １ ＋ ｐ / ２ꎬ

　 　 χ ＝ １
２

ｐ ＋ １( ) １ － ｖｐ
１ － ｖ

æ

è
ç

ö

ø
÷ (２３)

式中ꎬ Ｗ ±χꎬｇ( ± ２ηｚ１) 是 Ｗｈｉｔｔａｋｅｒ 函数ꎬ Ｉｇ(ηｚ１) 和

Ｋｇ(ηｚ１) 分别是第一类和第二类 ｇ 阶修正贝赛尔函

数ꎬ Ｉ －ｇ＋３ / ２(ηｚ１) 和 Ｋ －ｇ＋３ / ２(ηｚ１) 分别是第一类和第二

类 － ｇ ＋ ３ / ２ 阶修正贝赛尔函数ꎬ系数 Ａ１ꎬＡ２ꎬＡ３ꎬＡ４ꎬ
Ｂ１ꎬＢ２ 可以通过边界条件(１５)和(１６)求得ꎮ
４　 算例与讨论

考虑一个四边简支功能梯度材料方板ꎬ Ｌ１ ＝ Ｌ２ ＝
１ ｍꎬ ｈ ＝ ０.１ ｍꎬ上下表面作用的荷载为

Ｚ１(ｘꎬｙ) ＝ － ｑｓｉｎ( π
ａ
ｘ)ｓｉｎ( π

ｂ
ｙ) ꎬ ｑ ＝ １ Ｐａ

Ｘ０(ｘꎬｙ)＝Ｙ０(ｘꎬｙ)＝Ｚ０(ｘꎬｙ)＝Ｘ１(ｘꎬｙ)＝Ｙ１(ｘꎬｙ)＝ ０

这里取 ｍ ＝ １ꎬ ｎ ＝ １ꎬ板的上下表面的弹性模量

为 Ｅ (０)＝ １ ＧＰａꎬ Ｅ(ｈ) ＝ １０ ＧＰａꎬ在方程(１７)中ꎬ

ｐ＝－２ꎬ－１ꎬ０ꎬ１ꎬ２ꎬＥ０＝Ｅ(０)ꎬｃ＝
１
ｈ

Ｅ(ｈ)
Ｅ０

é

ë
êê

ù

û
úú

１
ｐ
－１{ } ꎮ

当 Ｅ(ｈ) / Ｅ(０)＝ １０ꎬ选择不同的非均匀系数 ｐꎬ
弹性模量沿着板厚方向的变化如图 ２ 所示ꎮ

图 ２　 弹性模量沿着板厚方向的变化示意图

Ｆｉｇ.２　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ Ｙｏｕｎｇ’ｓ ｍｏｄｕｌｕｓ ａｌｏｎｇ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ｏｆ ｐｌａｔｅ

基于上面的弹性模量的几种模型ꎬ对于薄板

( ｈ / Ｌ１ ＝ ０.１)和厚板( ｈ / Ｌ２ ＝ ０.４)ꎬ在选定的点( ｘ / Ｌ１

＝ ０.２５ꎬ ｙ / Ｌ２ ＝ ０.２５)处ꎬ位移 ｕ 和 ｗ ꎬ应力 σｘ ꎬ τｘｙ ꎬ
σｚ 和 τｘｚ ꎬ沿着厚度方向的变化如图 ３ 和图 ４ 所示ꎮ
由于问题的对称性ꎬ位移 ｖ ꎬ应力 σｙ 和 τｙｚ 沿着板厚

方向的变化图没有出现ꎬ是因为它们的变化特性分别

与 ｕ ꎬ σｘ 和 τｚｘ 的变化相似ꎮ

　
(ａ)　 位移 ｕ (ｂ)　 位移 ｗ

　
(ｃ)　 应力 σｘ (ｄ)　 应力 τｘｙ
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(ｅ)　 应力 σｚ (ｆ) 　 应力 τｘｚ

图 ３　 对于薄板 ｈ / Ｌ１ ＝ ０.１ ꎬ在点( ｘ / Ｌ１ ＝ ０.２５ ꎬ ｙ / Ｌ２ ＝ ０.２５ )处ꎬ各个物理量沿着板厚度方向的变化图

Ｆｉｇ.３　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｐｈｙｓｉｃａｌ ｑｕａｎｔｉｔｉｅｓ ｗｉｔｈ ｚ －ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ａｔ ａ ｃｈｏｓｅｎ ｌｏｃａｔｉｏｎ ( ｘ / ａ ＝ ０.２５ ꎬ ｙ / ｂ ＝ ０.２５ ) ｆｏｒ ａ ｔｈｉｎ ｐｌａｔｅ (ｈ / ａ＝０.１)

　
(ａ)　 位移 ｕ (ｂ) 　 位移 ｗ

　
(ｃ) 　 应力 σｘ (ｄ)　 应力 τｘｙ

　
(ｅ)　 应力 σｚ (ｆ) 　 应力 τｘｚ

图 ４　 对于厚板 ｈ / Ｌ１ ＝ ０.４ ꎬ在点( ｘ / Ｌ１ ＝ ０.２５ ꎬ ｙ / Ｌ２ ＝ ０.２５ )处ꎬ各个物理量沿着板厚度方向的变化图

Ｆｉｇ.４　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｐｈｙｓｉｃａｌ ｑｕａｎｔｉｔｉｅｓ ｗｉｔｈ ｚ －ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ａｔ ａ ｃｈｏｓｅｎ ｌｏｃａｔｉｏｎ ( ｘ / ａ ＝ ０.２５ ꎬ ｙ / ｂ ＝ ０.２５ ) ｆｏｒ ａ ｔｈｉｃｋ ｐｌａｔｅ (ｈ / ａ＝０.４)

　 　 从图 ３ 和图 ４ 可以得到以下结论: 对于一个功能梯度材料薄板ꎬ从图 ３( ａ)和图 ３
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(ｂ)可以看出ꎬ位移 ｗ 沿着板厚度方向的变化是基本

一样的ꎬ位移 ｕ 沿着板厚度方向是呈线性变化ꎮ 而对

于一个功能梯度材料厚板ꎬ从图 ４(ａ)和图 ４(ｂ)可以

看出ꎬ位移 ｗ 沿着板厚的变化不再一致且位移 ｕ 沿着

板厚的变化也同线性变化相背离ꎮ
从图 ３(ｂ)和 ４(ｂ)中可以看到ꎬ无论是薄板还是

厚板ꎬ其竖向位移的值ꎬ在梯度模型 ｐ ＝ １ 时是最小

的ꎬｐ ＝ ０ 时是最大的ꎮ 这一点可以用来解释一个事

实ꎬ那就是对于不同的梯度模型来说ꎬ板的弯曲刚度

是不同的ꎮ 另外ꎬ也能看出ꎬ对于同样的梯度模型来

讲ꎬ由于薄板的弯曲刚度小于厚板ꎬ因此ꎬ薄板与厚板

相比ꎬ薄板中会产生较大的变形ꎮ
从图 ３(ｃ)和图 ４(ｃ)可以看出ꎬ对于不同的弹性

模量梯度模型来说ꎬ板上的面内应力分布是明显不一

样的ꎮ 功能梯度材料的梯度参数该如何选择ꎬ这点提

供了一个设计参考ꎮ
对于一个功能梯度材料薄板来说ꎬ面外应力 σｚ

和 τｚｘ 与面内应力 σｘ 相比ꎬ其大小是可以忽略的ꎮ 但

是对于一个厚板来说ꎬ这点是不成立的ꎬ由于 σｚ 和

τｚｘ 与 σｘ 的大小是较接近的ꎮ 这点在建立简化的功

能梯度材料薄板理论时可以加以考虑ꎮ
５　 结论

给出了上下表面任意荷载作用下四边简支功能

梯度板弯曲问题的解析解ꎬ其中假设材料弹性模量在

板厚度方向上呈幂函数梯度分布ꎮ 通过算例分析ꎬ得
到双三角函数形式荷载作用下功能梯度矩形板的应

力和位移分量ꎮ 讨论了非均匀参数的变化对板应力

和位移场的影响ꎮ 该方法为发展针对功能梯度材料

特点的数值算法和简化理论提供依据ꎮ
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