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挠性板弯折的数值分析方法

胡 亮 李 欢 任桃桃 白俊磊 王一波
（上海航天控制技术研究所，上海 201109）

文 摘 基于材料力学中梁弯曲的挠曲线方程，利用数值积分方法计算特定弯矩和剪力时挠性板的弯折

曲线，同时利用曲线积分计算挠性板的长度，最终确定在给定长度和跨度情况下挠性板的弯折曲线以及对应

的弯矩和剪力。利用有限元软件对相同模型在同一条件下进行模拟分析。将数值计算与有限元分析结果对

比，发现两者变形曲线非常吻合，弯矩和剪力数值精度满足实际工程需求。基于上述数值计算方法，可以对挠

性板弯折的各种参数进行分析和预估，对实际工程应用具有重要的指导意义。
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Numerical Analysis Method of Flexible Plate Bending

HU Liang LI Huan REN Taotao BAI Junlei WANG Yibo
（Shanghai Aerospace Control Technology Institute，Shanghai 201109）

Abstract The bending curve of flexible plate was calculated by numerical integral method at the specified
bending moment and shearing force，based on the deflection equations of beams according to the mechanics of
materials. The length of plate was also derived by line integrals in the meantime. Then the bending curve，moment
and shearing force can be finally determined relative to the given length and span. The finite element software was
employed to simulate the same model under the same conditions. Compared to the results of finite element method，it
is found that the bending curves by numerical calculation were almost identical，in addition，the precision of the
moments and forces can meet the practical demand in engineering. All the parameters of bending plate can be used
for further analyzing and estimating based on the above numerical calculation method，which is valuable for guidance
in the practical engineering applications.
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0 引言

现阶段航空航天领域产品轻量化、小型化、集成

化的趋势愈来愈明显，这对电路印制板结构、尺寸和

可靠性的要求越来越高。刚挠结合印制板将传统

PCB板与尺寸更小、安装方式更加灵活的挠性板结

合在一起，不仅提高了电子系统连接的可靠性，还使

得结构设计方式更加简单、可靠［1-2］。挠性板作为刚

挠结合印制板的中间连接部件，制造工艺决定了其

自身的刚度、强度等力学性质［3-4］，然而在实际使用

中挠性板往往存在弯折情况，特别是直角弯折和翻

转弯折［5］，导致局部应力过大进而造成其失效。挠性

板的长度设计需为弯折预留足够的操作空间，还应

使弯折到位后板内的应力尽量小，特别是挠性板与

PCB板连接处，以及挠性板弯折曲率最大处［6］。
利用有限元分析软件可以方便地计算挠性板弯

折的位移、变形、应力以及连接处的弯矩、剪力等情

况［7-8］，但无法系统地给出各力学参数随挠性板长度

变化的曲线，不便于在设计之初给出合适的设计

参数。

本文以挠性板翻转弯折为例，从材料力学中梁

受力弯曲的挠曲线方程出发，利用数值积分方法求

得给定弯矩和剪力情况下的挠性板弯折曲线，再以

板长和跨度作为约束条件反算弯矩和剪力的取值［9］，
在取得板长-跨度-弯矩-剪力 4者关系曲线后作进
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一步的分析。

1 挠性板弯折的受力分析

一种典型的挠性板翻转弯折如图 1所示。图中

两块PCB板平行放置，其右侧端面重合，中间由等宽

等厚的均匀挠性板连接，挠性板自由弯曲变形。

挠性板为线弹性变形，采用材料力学中梁弯曲

时的中性层假设，认为该层的长度在弯曲时无变化，

截面内水平方向应力相同［10］，将问题简化为二维受

力问题，挠性板的受力情况如图 2所示。图中A、B点

为挠性板中性层曲线的两端点，C点为曲线顶点，挠

性板在两端点处收到弯矩和剪力的作用，挠性板总

长为L，弯折后AB跨度为D，曲线高度为H。

由于挠性板自由变形，其变形具有对称性，且X
方向的外力为零。只取上半部分AC段进行分析，将

坐标原点取为A点，曲线上坐标为X的一点P的受力

如图3所示。

取力和力矩的正方向与坐标轴正方向相同且满

足右手法则，由力和力矩平衡可知：FP =-FA及MP=
FAx-MA。即曲线上各点的剪力相同，且力矩为：

Mx = FAx - MA （1）
2 弯折曲线的数值积分

挠性板视为均一的线弹性材料，同时算例中梁

的跨度远大于截面高度，因此根据材料力学中梁的

挠曲线方程［10］，可得：

y″
(1 + y′2 )3/2 =

Mx

EI （2）
式中，E为挠性板材料的弹性模量，I为截面的惯性

矩，矩形截面宽度为 b，高度为h，则有 I=bh3/12。
曲线二阶导数 y″与力矩Mx符号相同，根据力矩

方向定义，若Mx>0（即力矩为逆时针方向），此时曲线

具有上翘（下凸）趋势，对应的二阶导数 y″>0。注意

到AC段的末端必然向内弯曲，即斜率为负且迅速减

小，可知此处的力矩必然为负值。

将式（1）代入式（2）中，整理得：

y″ = FAx - MA
EI (1 + y′2 )3/2 （3）

已知 x0=0，y0=0，y′0=0，上式可用数值积分的方法

求取曲线的一阶和二阶导数，进而求得曲线方程。

积分方法可选择欧拉法或四阶Runge-Kutta法［11］，后
者具有更高的求解精度，且计算量不大，本文选择后

者进行求解，递推公式如下：
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y′n + 1 = y′n + h6 (k1 + 2k2 + 2k3 + k4 )
k1 = f ( xn,y′n )
k2 = f ( xn + h2 ,y′n +
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2 k1 )
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k4 = f ( xn + h,y′n + hk3 )

（4）

式中，h为步长。坐标 y和弧长Δs的递推采用前一点

的一阶和二阶导数计算：
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yn + 1 = yn + y′nh + 12 y″nh2

Δsn = h 1 + ( y′n - 1 + 12 y″n - 1h ) 2
（5）

利用MATLAB软件编写计算程序，考虑到曲线

末端斜率增加很快，采用变步长算法来减小计算误

差。计算时以终点的斜率作为终止的条件，阈值取

为-50 000。积分求解时需确定FA和MA的数值，为方

便初值选取，考虑到此时挠性板受纯弯矩作用时其

曲率理论上为常数，即弯曲曲线为半径为R的圆弧，

则有：1/R=MO/EI，同时取F0=MO/R。挠性板长度为 L，
则FA和MA的取值定义为：

图1 挠性板弯折模型

Fig. 1 Model of bending flexible plate

图2 挠性板弯折的受力分析

Fig. 2 Force analysis of the bending flexible plate

图3 挠性板变形曲线上任意一点的受力分析

Fig. 3 Force analysis of any point of the bending flexible plate
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MA = KMM0 = KM πEIL （6）
FA = KFF0 = KF πM0

L （7）

式中，KM和KF分别为力矩和力取值的系数。

MATLAB中数值计算流程图如图 4所示，仿真计

算所采用的参数见表1。

对所有的组合分别求解，结果如图 5所示。图中

数值积分工具对于每个KM和KF值下不同跨度曲线均

进行求解，同时曲线构型首先要满足同一长度条件

和AC段（初始段）向下弯曲的条件。边界曲线以下

部分为不满足初始段曲线向下弯曲构型的组合，长

度条件曲线为满足挠性线长度 60 mm的组合，跨度

条件曲线为挠性线弯折后满足相应跨度的组合，两

者的交点即为同时满足长度和跨度条件的取值组合

（求解精度为1%）。

从图 5中可以明显看到随着跨度不断增大，跨度

条件曲线向右侧移动，且其右上段逐渐向长度条件

曲线靠近，满足相应跨度的取值组合点也在长度条

件曲线上向右上方移动。从数值上可以看出：

（1）D=2R时（本算例中R=60/pi），剪力系数为 0，
力矩系数为1，符合梁纯弯曲构型时受力状态；

（2）剪力绝对值随跨度增大首先逐渐减小，剪力

值减小为0后，剪力改变方向，且绝对值逐渐增大；

（3）力矩绝对值随跨度增大同样先减小后增大，

但力矩方向改变时刻先于剪力。

3 有限元仿真验证

为验证数值分析结果的有效性，本文用ANSYS
Workbench软件对相同模型进行了有限元求解［12］，仿

真参数设置同前。得到挠性板弯折至跨度 30和 20
mm时的变形和应力情况，如图6所示。

取挠性板中间层的变形曲线与数值积分结果，

图4 MATLAB数值计算流程图

Fig. 4 Flow chart of the numerical calculation in MATLAB
表1 仿真计算参数表

Tab. 1 Parameters of the simulate calculation

弹性模量

E/GPa
3.50

泊松比

μ

0.34

挠性板长度

L/mm
60.00

挠性板横截面宽度

b/mm
20.00

挠性板横截面长度

h/mm
0.20

弯矩系数

KM
[-2.00,4.00]

剪力系数

KF
[-4.00,6.00]

图5 数值积分结果

Fig. 5 Numerical integration
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由跨度为 30和 20 mm时的结果对比如图 7可见，两

条变形曲线非常吻合，对应点处误差最大值在 0. 2
mm左右，越接近弯折顶点 C（积分末端）误差越大。

通过减小积分步长可提高积分精度，减小误差。

跨度为 5～50 mm时两种方法计算的弯矩和剪

力结果对比见表 2。两种方法的计算结果较为一致，

剪力的误差基本在 0. 024 N以下，弯矩的误差基本在

0. 504 N·mm以下，在两端处误差较大；剪力和弯矩

的相对误差基本在 9%以下。剪力相对误差最大出

现在跨度为 40 mm时（接近圆弧弯曲），此时剪力数

值非常小，较小的误差值引起了较大的相对误差。

两种方法的误差来源有：（1）积分算法（特别是

（a） D=30 mm （b） D=20 mm
图7 弯折曲线的数值积分与有限元仿真结果对比

Fig. 7 Comparison of the numerical integration and finite element simulation results of the bending curves

（a） D=30 mm （b） D=20 mm
图6 挠性板弯折应力的有限元仿真结果

Fig. 6 Simulation results of the bending stress of flexible plate in finite element method

表2 不同跨度时两种方法计算的弯矩和剪力计算结果对比

Tab. 2 Comparison of the bending moment and shearing force calculated by two methods in different span
跨度

D/mm
5
10
15
20
25
30
35
40
45
50

有限元仿真结果

F1/N
0.468
0.402
0.338
0.276
0.217
0.148
0.073
-0.035
-0.219
-0.627

M1/N·mm
3.938
3.057
2.198
1.322
0.433
-0.568
-1.718
-3.138
-5.049
-8.030

数值仿真结果

F2/N
0.447
0.383
0.325
0.267
0.209
0.143
0.067
-0.040
-0.226
-0.603

M2/N·mm
3.885
3.054
2.224
1.368
0.464
-0.513
-1.588
-2.908
-4.789
-7.526

剪力差值

ΔF/N
0.021
0.019
0.013
0.009
0.008
0.005
0.006
0.005
0.007
-0.024

ΔF∶F1/%
4.49
4.73
3.84
3.26
3.68
3.38
8.22

-14.29
-3.20
3.83

弯矩差值

ΔM/N·mm
0.053
0.003
-0.026
-0.046
-0.031
-0.055
-0.130
-0.231
-0.260
-0.504

ΔM∶M1/%
1.35
0.10
-1.18
-3.48
-7.16
9.68
7.57
7.36
5.15
6.28
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弧长）的递推公式；（2）积分步长的选择；（3）初始参

数的间距；（4）对弯矩和变形方程的简化。后续可从

以上几方面入手提高数值算法的计算精度。

4 数值积分结果分析

基于数值积分的结果进一步分析各参数的关

系，如图 8所示。可以看出：（1）曲线高度H随跨度D
增加逐渐减小；（2）KM和KF数值随跨度D增加单调增

加且斜率迅速增大；（3）KM和KF呈正相关关系（实际

上该曲线即图 5中的长度条件曲线）。采用多项式拟

合的方式可以获得各参数的近似关系表达式，可应

用于后续数值积分的优化，以提高仿真结果的精度。

挠性板弯折曲线的形状与剪力和弯矩符号之间

的关系如图 9所示。联系图 8（c）可知：（1）若 FA>0，
必然有MA>0，否则不满足曲线的构型，此时有D>2R；
（2）若 FA=0，必然有MA=M0，此时有 D=2R；（3）若 FA<
0，且MA≥0，此时 D<2R，且曲线完全内缩无外扩段；

（4）若FA<0，且MA<0，此时D<2R，且曲线存在外扩段

（二阶导数先正后负），跨度临界值为 27. 44 mm。4
种状况下跨度依次减小，高度逐渐增加。

在实际应用中，可以首先根据工程实际需求得

到挠性板所需要的初始长度与跨度，然后利用数值

仿真根据挠性板的力学性质下以及长度与跨度关系

来判断其所承受的剪力与弯矩的方向和数值大小，

再以剪应力或正应力为优化目标，在合理的约束下

选取一系列可行的长度与跨度参数，最后得到同时

兼顾操作工艺性和应力要求的挠性板构型。

5 结论

本文首先对挠性板弯折进行受力分析，然后基

于梁的挠曲线方程，将弯矩和剪力作为自变量，利用

四阶 Runge-Kutta方法计算了挠性板翻转弯折的曲

线构型，最后利用曲线长度和跨度反算来确定弯矩

和剪力的数值，仿真计算得到的结论如下：

（1）将数值积分结果与 ANSYS Workbench的有

限元仿真结果相对比，发现两种计算方法得到的挠

性板变形曲线非常吻合，弯矩和剪力数据非常接近；

（2）基于数值积分结果进一步分析弯矩、剪力与

挠性板弯折曲线的跨度、高度间的关系，指出参数符

号与弯折曲线构型间的关系，对工程设计具有一定

的借鉴意义。

本文发展的数值积分方法可推广应用于挠性板

的其他弯折情况，如直角弯折或特定角度弯折。由

（a） H-D （b） KM、KF-D （c） KM-KF
图8 各参数关系曲线

Fig. 8 Curves of the relationship of each parameter

图9 参数符号与曲线形状的关系

Fig. 9 Relationship of the parameter sign and curve shape
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于支撑反力的增加，自变量数量增加，需要有合适的

优化方法配合计算。
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